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УРОК  1.   Законспектировать  в  тетради  предложенный  материал.  Выучить  формулы  и  определения.
Числовые  ряды. Примеры    решений 
Рекомендую следующий порядок изучения темы:
· понятие числового ряда; 
· сходимость числовых рядов; 
· необходимый признак сходимости ряда, признаки сравнения положительных числовых рядов; 
· предельный признак сравнения. 
2) Нахождение суммы ряда
3) Признак Даламбера. Признаки Коши.
4) Знакочередующиеся ряды. Признак Лейбница.
5) Ряды повышенной сложности 
Далее плавно и гармонично переходим к изучению функциональных и степенных рядов.
Понятие числового ряда
В общем виде числовой ряд можно записать так: [image: http://www.mathprofi.ru/g/ryady_dlya_chajnikov_clip_image002.gif].
Здесь:
[image: http://www.mathprofi.ru/g/ryady_dlya_chajnikov_clip_image004.gif]– математический значок суммы;
[image: http://www.mathprofi.ru/g/ryady_dlya_chajnikov_clip_image006.gif] – общий член ряда (запомните этот простой термин);
[image: http://www.mathprofi.ru/g/ryady_dlya_chajnikov_clip_image008.gif] – переменная-«счётчик». Запись [image: http://www.mathprofi.ru/g/ryady_dlya_chajnikov_clip_image010.gif]обозначает, что проводится суммирование от 1 до «плюс бесконечности», то есть, сначала у нас [image: http://www.mathprofi.ru/g/ryady_dlya_chajnikov_clip_image012.gif], затем [image: http://www.mathprofi.ru/g/ryady_dlya_chajnikov_clip_image014.gif], потом [image: http://www.mathprofi.ru/g/ryady_dlya_chajnikov_clip_image016.gif], и так далее – до бесконечности. Вместо переменной [image: http://www.mathprofi.ru/g/ryady_dlya_chajnikov_clip_image008_0000.gif] иногда используется переменная [image: http://www.mathprofi.ru/g/ryady_dlya_chajnikov_clip_image018.gif] или [image: http://www.mathprofi.ru/g/ryady_dlya_chajnikov_clip_image020.gif]. Суммирование не обязательно начинается с единицы, в ряде случаев оно может начинаться с нуля [image: http://www.mathprofi.ru/g/ryady_dlya_chajnikov_clip_image022.gif], с двойки [image: http://www.mathprofi.ru/g/ryady_dlya_chajnikov_clip_image024.gif]либо с любого натурального числа.
В соответствии с переменной-«счётчиком» любой ряд можно расписать развёрнуто:
[image: http://www.mathprofi.ru/g/ryady_dlya_chajnikov_clip_image026.gif] – и так далее, до бесконечности.
Cлагаемые [image: http://www.mathprofi.ru/g/ryady_dlya_chajnikov_clip_image028.gif] – это ЧИСЛА, которые называются членами ряда. Если все они неотрицательны (больше либо равны нулю), то такой ряд называют положительным числовым рядом. 
Пример 1
Записать первые три члена ряда
[image: http://www.mathprofi.ru/g/ryady_dlya_chajnikov_clip_image030.gif]
Это уже, кстати, «боевое» задание – на практике довольно часто требуется записать несколько членов ряда.
Сначала [image: http://www.mathprofi.ru/g/ryady_dlya_chajnikov_clip_image012_0000.gif], тогда: [image: http://www.mathprofi.ru/g/ryady_dlya_chajnikov_clip_image032.gif]
Затем [image: http://www.mathprofi.ru/g/ryady_dlya_chajnikov_clip_image014_0000.gif], тогда: [image: http://www.mathprofi.ru/g/ryady_dlya_chajnikov_clip_image034.gif]
Потом [image: http://www.mathprofi.ru/g/ryady_dlya_chajnikov_clip_image016_0000.gif], тогда: [image: http://www.mathprofi.ru/g/ryady_dlya_chajnikov_clip_image037.gif]
Процесс можно продолжить до бесконечности, но по условию требовалось написать первые три члена ряда, поэтому записываем ответ: [image: http://www.mathprofi.ru/g/ryady_dlya_chajnikov_clip_image039.gif]
Обратите внимание на принципиальное отличие от числовой последовательности,
в которой члены не суммируются, а рассматриваются как таковые.
Пример 2
Записать первые три члена ряда
[image: http://www.mathprofi.ru/g/ryady_dlya_chajnikov_clip_image041.gif]
Это пример для самостоятельного решения, ответ в конце урока
Даже для сложного на первый взгляд ряда не составляет трудности расписать его в развернутом виде:
Пример 3
Записать первые три члена ряда
[image: http://www.mathprofi.ru/g/ryady_dlya_chajnikov_clip_image043.gif]
На самом деле задание выполняется устно: мысленно подставляем в общий член ряда сначала [image: http://www.mathprofi.ru/g/ryady_dlya_chajnikov_clip_image012_0001.gif], потом [image: http://www.mathprofi.ru/g/ryady_dlya_chajnikov_clip_image014_0001.gif] и [image: http://www.mathprofi.ru/g/ryady_dlya_chajnikov_clip_image016_0001.gif]. В итоге:
[image: http://www.mathprofi.ru/g/ryady_dlya_chajnikov_clip_image047.gif]
Ответ оставляем в таком виде, полученные члены ряда лучше не упрощать, то есть не выполнять действия: [image: http://www.mathprofi.ru/g/ryady_dlya_chajnikov_clip_image049.gif],  [image: http://www.mathprofi.ru/g/ryady_dlya_chajnikov_clip_image051.gif], [image: http://www.mathprofi.ru/g/ryady_dlya_chajnikov_clip_image053.gif]. Почему? Ответ в виде [image: http://www.mathprofi.ru/g/ryady_dlya_chajnikov_clip_image055.gif] гораздо проще и удобнее проверять преподавателю.
Иногда встречается обратное задание
Пример 4
Записать сумму в свёрнутом виде с общим членом ряда
[image: http://www.mathprofi.ru/g/ryady_dlya_chajnikov_clip_image057.gif]
Здесь нет какого-то четкого алгоритма решения, закономерность нужно просто увидеть.
В данном случае:
[image: http://www.mathprofi.ru/g/ryady_dlya_chajnikov_clip_image059.gif]
Для проверки полученный ряд [image: http://www.mathprofi.ru/g/ryady_dlya_chajnikov_clip_image061.gif] можно «расписать обратно» в развернутом виде. 
А вот пример чуть сложнее для самостоятельного решения:
Пример 5
Записать сумму в свёрнутом виде с общим членом ряда
[image: http://www.mathprofi.ru/g/ryady_dlya_chajnikov_clip_image063.gif]
Выполнить проверку, снова записав ряд в развернутом виде
[bookmark: schr]
Сходимость числовых рядов 
Одной из ключевых задач темы является исследование ряда на сходимость. При этом возможны два случая:
1) Ряд [image: http://www.mathprofi.ru/g/ryady_dlya_chajnikov_clip_image065.gif]расходится. Это значит, что бесконечная сумма равна бесконечности: [image: http://www.mathprofi.ru/g/ryady_dlya_chajnikov_clip_image067.gif]либо суммы вообще не существует, как, например, у ряда
[image: http://www.mathprofi.ru/g/ryady_dlya_chajnikov_clip_image888.gif](вот, кстати, и пример ряда с отрицательными членами). Хороший образец расходящегося числового ряда встретился в начале урока: [image: http://www.mathprofi.ru/g/ryady_dlya_chajnikov_clip_image069.gif]. Здесь совершенно очевидно, что каждый следующий член ряда больше, чем предыдущий, поэтому [image: http://www.mathprofi.ru/g/ryady_dlya_chajnikov_clip_image071.gif] и, значит, ряд расходится. Ещё более тривиальный пример: [image: http://www.mathprofi.ru/g/ryady_dlya_chajnikov_clip_image889.gif]. 
2) Ряд [image: http://www.mathprofi.ru/g/ryady_dlya_chajnikov_clip_image065_0000.gif]сходится. Это значит, что бесконечная сумма равна некоторому конечному числу [image: http://www.mathprofi.ru/g/ryady_dlya_chajnikov_clip_image073.gif]: [image: http://www.mathprofi.ru/g/ryady_dlya_chajnikov_clip_image075.gif]. Пожалуйста: [image: http://www.mathprofi.ru/g/ryady_dlya_chajnikov_clip_image891.gif]  – этот ряд сходится и его сумма равна нулю. В качестве более содержательного примера можно привести бесконечно убывающую геометрическую прогрессию, известную нам ещё со школы: [image: http://www.mathprofi.ru/g/ryady_dlya_chajnikov_clip_image077.gif]. Сумма членов бесконечно убывающей геометрической прогрессии рассчитывается по формуле: [image: http://www.mathprofi.ru/g/ryady_dlya_chajnikov_clip_image079.gif], где [image: http://www.mathprofi.ru/g/ryady_dlya_chajnikov_clip_image081.gif] – первый член прогрессии, а [image: http://www.mathprofi.ru/g/ryady_dlya_chajnikov_clip_image083.gif] – её основание, которое, как правило, записывают в виде правильной дроби. В данном случае: [image: http://www.mathprofi.ru/g/ryady_dlya_chajnikov_clip_image085.gif], [image: http://www.mathprofi.ru/g/ryady_dlya_chajnikov_clip_image087.gif]. Таким образом: [image: http://www.mathprofi.ru/g/ryady_dlya_chajnikov_clip_image089.gif]Получено конечное число, значит, ряд [image: http://www.mathprofi.ru/g/ryady_dlya_chajnikov_clip_image091.gif] сходится, что и требовалось доказать.
Однако в подавляющем большинстве случаев найти сумму ряда не так-то просто, и поэтому на практике для исследования сходимости ряда используют специальные признаки, которые доказаны теоретически.
Существует несколько признаков сходимости ряда: необходимый признак сходимости ряда, признаки сравнения, признак Даламбера, признаки Коши, признак Лейбница и некоторые другие признаки. Когда какой признак применять? Это зависит от общего члена ряда [image: http://www.mathprofi.ru/g/ryady_dlya_chajnikov_clip_image006_0000.gif], образно говоря – от «начинки» ряда. И очень скоро мы всё разложим по полочкам.
! Для дальнейшего усвоения урока необходимо хорошо понимать, что такое предел и хорошо уметь раскрывать неопределенность вида [image: http://www.mathprofi.ru/g/ryady_dlya_chajnikov_clip_image094.gif]. Для повторения или изучения материала обратитесь к статье Пределы. Примеры решений.  
[bookmark: npsr]Необходимый признак сходимости ряда
Если ряд сходится, то его общий член стремится к нулю: [image: http://www.mathprofi.ru/g/ryady_dlya_chajnikov_clip_image800.gif].
Обратное в общем случае неверно, т.е., если [image: http://www.mathprofi.ru/g/ryady_dlya_chajnikov_clip_image800.gif], то ряд может как сходиться, так и расходиться. И поэтому этот признак используют для обоснования расходимости ряда: 
Если общий член ряда не стремится к нулю, то ряд расходится
Или короче: если [image: http://www.mathprofi.ru/g/ryady_dlya_chajnikov_clip_image096.gif], то ряд расходится. В частности, возможна ситуация, когда предела не существует вообще, как, например, предела [image: http://www.mathprofi.ru/g/ryady_dlya_chajnikov_clip_image892.gif]. Вот сразу и обосновали расходимость одного ряда :)
Но гораздо чаще предел расходящегося ряда равен бесконечности, при этом в качестве «динамической» переменной вместо «икса» выступает [image: http://www.mathprofi.ru/g/ryady_dlya_chajnikov_clip_image008_0001.gif]. Освежим наши знания: пределы с «иксом» называют пределами функций, а пределы с переменной «эн» – пределами числовых последовательностей. Очевидное отличие состоит в том, что переменная «эн» принимает дискретные (прерывные) натуральные значения: 1, 2, 3 и т.д. Но данный факт мало сказывается на методах решения пределов и способах раскрытия неопределенностей.
Докажем, что ряд из первого примера [image: http://www.mathprofi.ru/g/ryady_dlya_chajnikov_clip_image030_0000.gif] расходится.
Общий член ряда: [image: http://www.mathprofi.ru/g/ryady_dlya_chajnikov_clip_image100.gif]
[image: http://www.mathprofi.ru/g/ryady_dlya_chajnikov_clip_image102.gif]
Вывод: ряд [image: http://www.mathprofi.ru/g/ryady_dlya_chajnikov_clip_image030_0001.gif] расходится, так как не выполнен необходимый признак сходимости ряда.
Необходимый признак часто применяется в реальных практических заданиях:
Пример 6
Исследовать ряд на сходимость [image: http://www.mathprofi.ru/g/ryady_dlya_chajnikov_clip_image104.gif]
В числителе и знаменателе у нас находятся многочлены. Тот, кто внимательно прочитал и осмыслил метод раскрытия неопределенности [image: http://www.mathprofi.ru/g/ryady_dlya_chajnikov_clip_image094_0000.gif] в статье Пределы. Примеры решений, наверняка уловил, что когда старшие степени числителя и знаменателя равны, тогда предел равен конечному числу.
Решаем:
[image: http://www.mathprofi.ru/g/ryady_dlya_chajnikov_clip_image107.gif]
Делим числитель и знаменатель на [image: http://www.mathprofi.ru/g/ryady_dlya_chajnikov_clip_image008_0002.gif]
[image: http://www.mathprofi.ru/g/ryady_dlya_chajnikov_clip_image110.gif]
Исследуемый ряд расходится, так как не выполнен необходимый признак сходимости ряда.
Готово.
Пример 7
[image: http://www.mathprofi.ru/g/ryady_dlya_chajnikov_clip_image114.gif]Исследовать ряд на сходимость [image: http://www.mathprofi.ru/g/ryady_dlya_chajnikov_clip_image112.gif]
Это пример для самостоятельного решения. Полное решение и ответ в конце урока
Итак, когда нам дан ЛЮБОЙ числовой ряд, в первую очередь проверяем (мысленно или на черновике): а стремится ли его общий член к нулю? Если не стремится – оформляем решение по образцу примеров № 6, 7 и даём ответ о том, что ряд расходится.
Какие типы очевидно расходящихся рядов мы рассмотрели? Сразу понятно, что расходятся ряды вроде или [image: http://www.mathprofi.ru/g/ryady_dlya_chajnikov_clip_image116.gif]. Также расходятся ряды из примеров № 6, 7: когда в числителе и знаменателе находятся многочлены, и старшая степень числителя больше либо  равна старшей степени знаменателя. Во всех этих случаях при решении и оформлении примеров мы используем необходимый признак сходимости ряда.
Почему признак называется необходимым? Понимайте самым естественным образом: для того, чтобы ряд сходился, необходимо, чтобы его общий член стремился к нулю. И всё бы было отлично, но этого ещё не достаточно. Иными словами, если общий член ряда стремится к нулю, ТО ЭТО ЕЩЕ НЕ ЗНАЧИТ, что ряд сходится – он может, как сходиться, так и расходиться! 
Знакомьтесь:
[image: http://www.mathprofi.ru/g/ryady_dlya_chajnikov_clip_image118.gif]
Данный ряд называется гармоническим рядом. Пожалуйста, запомните! Среди числовых рядов он является прима-балериной. 
Легко заметить, что [image: http://www.mathprofi.ru/g/ryady_dlya_chajnikov_clip_image120.gif], НО. В теории математического анализа доказано, что гармонический ряд расходится.
Также следует запомнить понятие обобщенного гармонического ряда:
[image: http://www.mathprofi.ru/g/ryady_dlya_chajnikov_clip_image122.gif]
1) Данный ряд расходится при [image: http://www.mathprofi.ru/g/ryady_dlya_chajnikov_clip_image124.gif]. Например, расходятся ряды [image: http://www.mathprofi.ru/g/ryady_dlya_chajnikov_clip_image126.gif], [image: http://www.mathprofi.ru/g/ryady_dlya_chajnikov_clip_image128.gif], [image: http://www.mathprofi.ru/g/ryady_dlya_chajnikov_clip_image118_0000.gif].
2) Данный ряд сходится при [image: http://www.mathprofi.ru/g/ryady_dlya_chajnikov_clip_image130.gif]. Например, сходятся ряды [image: http://www.mathprofi.ru/g/ryady_dlya_chajnikov_clip_image132.gif], [image: http://www.mathprofi.ru/g/ryady_dlya_chajnikov_clip_image134.gif], [image: http://www.mathprofi.ru/g/ryady_dlya_chajnikov_clip_image136.gif]. Еще раз подчеркиваю, что почти во всех практических заданиях нам совершенно не важно, чему равна сумма, например, ряда [image: http://www.mathprofi.ru/g/ryady_dlya_chajnikov_clip_image134_0000.gif], важен сам факт его сходимости.
Это элементарные факты из теории рядов, которые уже доказаны, и при решении какого-нибудь практического примера можно смело ссылаться, например, на расходимость ряда [image: http://www.mathprofi.ru/g/ryady_dlya_chajnikov_clip_image128_0000.gif] или сходимость ряда [image: http://www.mathprofi.ru/g/ryady_dlya_chajnikov_clip_image136_0000.gif].
Итак, что делать, если общий член ряда СТРЕМИТСЯ к нулю? В таких случаях для решения примеров нужно использовать другие, достаточные признаки сходимости / расходимости:
[bookmark: ps]Признак сходимости Даламбера
Жан Лерон Даламбер – это знаменитый французский математик 18-го века. Вообще, Даламбер специализировался на дифференциальных уравнениях и на основании своих исследований занимался баллистикой, чтобы у Его Величества лучше летали пушечные ядра. Заодно и про числовые ряды не забыл, не зря потом шеренги наполеоновских войск так четко сходились и расходились. 
Перед тем как сформулировать сам признак, рассмотрим важный вопрос:
Когда нужно применять признак сходимости Даламбера?
Сначала начнем с повторения. Вспомним случаи, когда нужно применять самый ходовой предельный признак сравнения. Предельный признак сравнения применяется тогда, когда в общем члене ряда:
1) В знаменателе находится многочлен.
2) Многочлены находятся и в числителе и в знаменателе.
3) Один или оба многочлена могут быть под корнем.
4) Многочленов и корней, разумеется, может быть и больше.
Основные же предпосылки для применения признака Даламбера следующие:
1) В общий член ряда («начинку» ряда) входит какое-нибудь число в степени, например, [image: http://www.mathprofi.ru/g/priznak_dalambera_priznaki_koshi_clip_image002.gif], [image: http://www.mathprofi.ru/g/priznak_dalambera_priznaki_koshi_clip_image004.gif], [image: http://www.mathprofi.ru/g/priznak_dalambera_priznaki_koshi_clip_image006.gif] и так далее. Причем, совершенно не важно, где эта штуковина располагается, в числителе или в знаменателе – важно, что она там присутствует.
2) В общий член ряда входит факториал. С факториалами мы скрестили шпаги ещё на уроке Числовая последовательность и её предел. Впрочем, не помешает снова раскинуть скатерть-самобранку:
[image: http://www.mathprofi.ru/g/priznak_dalambera_priznaki_koshi_clip_image008.gif]
[image: http://www.mathprofi.ru/g/priznak_dalambera_priznaki_koshi_clip_image010.gif]
[image: http://www.mathprofi.ru/g/priznak_dalambera_priznaki_koshi_clip_image012.gif]
[image: http://www.mathprofi.ru/g/priznak_dalambera_priznaki_koshi_clip_image014.gif]
[image: http://www.mathprofi.ru/g/priznak_dalambera_priznaki_koshi_clip_image016.gif]
…
[image: http://www.mathprofi.ru/g/priznak_dalambera_priznaki_koshi_clip_image018.gif]
[image: http://www.mathprofi.ru/g/priznak_dalambera_priznaki_koshi_clip_image020.gif]
…
! При использовании признака Даламбера нам как раз придется расписывать факториал подробно. Как и в предыдущем пункте, факториал может располагаться вверху или внизу дроби.
3) Если в общем члене ряда есть «цепочка множителей», например, [image: http://www.mathprofi.ru/g/priznak_dalambera_priznaki_koshi_clip_image022.gif]. Этот случай встречается редко, но! При исследовании такого ряда часто допускают ошибку – см. Пример 6.
Вместе со степенями или (и) факториалами в начинке ряда часто встречаются многочлены, это не меняет дела – нужно использовать признак Даламбера.
Кроме того, в общем члене ряда может встретиться одновременно и степень и факториал; может встретиться два факториала, две степени, важно чтобы там находилось хоть что-то из рассмотренных пунктов – и это как раз предпосылка для использования признака Даламбера.
Признак Даламбера: Рассмотрим положительный числовой ряд [image: http://www.mathprofi.ru/g/priznak_dalambera_priznaki_koshi_clip_image024.gif]. Если существует предел отношения последующего члена к предыдущему: [image: http://www.mathprofi.ru/g/priznak_dalambera_priznaki_koshi_clip_image026.gif], то:
а) При [image: http://www.mathprofi.ru/g/priznak_dalambera_priznaki_koshi_clip_image028.gif] ряд сходится. В частности, ряд сходится при [image: http://www.mathprofi.ru/g/priznak_dalambera_priznaki_koshi_clip_image030.gif].
б) При [image: http://www.mathprofi.ru/g/priznak_dalambera_priznaki_koshi_clip_image032.gif] ряд расходится. В частности, ряд расходится при [image: http://www.mathprofi.ru/g/priznak_dalambera_priznaki_koshi_clip_image034.gif].
в) При [image: http://www.mathprofi.ru/g/priznak_dalambera_priznaki_koshi_clip_image036.gif] признак не дает ответа. Нужно использовать другой признак. Чаще всего единица получается в том случае, когда признак Даламбера пытаются применить там, где нужно использовать предельный признак сравнения. 
У кого до сих пор проблемы с пределами или недопонимание пределов, обратитесь к уроку Пределы. Примеры решений. Без понимания предела и умения раскрывать неопределенность [image: http://www.mathprofi.ru/g/priznak_dalambera_priznaki_koshi_clip_image038.gif] дальше, к сожалению, не продвинуться.
А сейчас долгожданные примеры.
Пример 1
Исследовать ряд на сходимость [image: http://www.mathprofi.ru/g/priznak_dalambera_priznaki_koshi_clip_image040.gif]
Мы видим, что в общем члене ряда у нас есть [image: http://www.mathprofi.ru/g/priznak_dalambera_priznaki_koshi_clip_image042.gif], а это верная предпосылка того, что нужно использовать признак Даламбера. Сначала полное решение и образец оформления, комментарии ниже.
Используем признак Даламбера:
[image: http://www.mathprofi.ru/g/priznak_dalambera_priznaki_koshi_clip_image044.gif]
Таким образом, исследуемый ряд сходится.
(1) Составляем отношение следующего члена ряда к предыдущему: [image: http://www.mathprofi.ru/g/priznak_dalambera_priznaki_koshi_clip_image046.gif]. Из условия мы видим, что общий член ряда [image: http://www.mathprofi.ru/g/priznak_dalambera_priznaki_koshi_clip_image048.gif]. Для того, чтобы получить следующий член ряда нужно ВМЕСТО [image: http://www.mathprofi.ru/g/priznak_dalambera_priznaki_koshi_clip_image050.gif] подставить [image: http://www.mathprofi.ru/g/priznak_dalambera_priznaki_koshi_clip_image052.gif]: [image: http://www.mathprofi.ru/g/priznak_dalambera_priznaki_koshi_clip_image054.gif].
(2) Избавляемся от четырехэтажности дроби. При определенном опыте решения этот шаг можно пропускать.
(3) В числителе раскрываем скобки. В знаменателе выносим четверку из степени.
(4) Сокращаем на [image: http://www.mathprofi.ru/g/priznak_dalambera_priznaki_koshi_clip_image042_0000.gif]. Константу [image: http://www.mathprofi.ru/g/priznak_dalambera_priznaki_koshi_clip_image057.gif] выносим за знак предела. В числителе в скобках приводим подобные слагаемые. 
(5) Неопределенность [image: http://www.mathprofi.ru/g/priznak_dalambera_priznaki_koshi_clip_image059.gif] устраняется стандартным способом – делением числителя и знаменателя на «эн» в старшей степени.
(6) Почленно делим числители на знаменатели, и указываем слагаемые, которые стремятся к нулю.
(7) Упрощаем ответ и делаем пометку, что [image: http://www.mathprofi.ru/g/priznak_dalambera_priznaki_koshi_clip_image061.gif] с выводом о том, что, по признаку Даламбера исследуемый ряд сходится.
В рассмотренном примере в общем члене ряда у нас встретился многочлен 2-й степени. Что делать, если там многочлен 3-й, 4-й или более высокой степени? Дело в том, что если дан многочлен более высокой степени, то возникнут трудности с раскрытием скобок. В этом случае можно применять «турбо»-метод решения.
Пример 2
Возьмём похожий ряд и исследуем его на сходимость
[image: http://www.mathprofi.ru/g/priznak_dalambera_priznaki_koshi_clip_image063.gif]
Сначала полное решение, потом комментарии:
Используем признак Даламбера:
[image: http://www.mathprofi.ru/g/priznak_dalambera_priznaki_koshi_clip_image065.jpg]
Таким образом, исследуемый ряд сходится.
(1) Составляем отношение [image: http://www.mathprofi.ru/g/priznak_dalambera_priznaki_koshi_clip_image046_0000.gif].
(2) Избавляемся от четырехэтажности дроби.
(3) Рассмотрим выражение [image: http://www.mathprofi.ru/g/priznak_dalambera_priznaki_koshi_clip_image067.gif] в числителе и выражение [image: http://www.mathprofi.ru/g/priznak_dalambera_priznaki_koshi_clip_image069.gif] в знаменателе. Мы видим, что в числителе нужно раскрывать скобки и возводить в четвертую степень: [image: http://www.mathprofi.ru/g/priznak_dalambera_priznaki_koshi_clip_image071.gif], чего делать совершенно не хочется. А для тех, кто не знаком с биномом Ньютона, эта задача окажется ещё сложнее. Проанализируем старшие степени: если мы вверху раскроем скобки [image: http://www.mathprofi.ru/g/priznak_dalambera_priznaki_koshi_clip_image073.gif], то получим старшую степень [image: http://www.mathprofi.ru/g/priznak_dalambera_priznaki_koshi_clip_image075.gif]. Внизу у нас такая же старшая степень: [image: http://www.mathprofi.ru/g/priznak_dalambera_priznaki_koshi_clip_image075_0000.gif]. По аналогии с предыдущим примером, очевидно, что при почленном делении числителя и знаменателя на [image: http://www.mathprofi.ru/g/priznak_dalambera_priznaki_koshi_clip_image075_0001.gif] у нас в пределе получится единица. Или, как говорят математики, многочлены  [image: http://www.mathprofi.ru/g/priznak_dalambera_priznaki_koshi_clip_image073_0000.gif] и [image: http://www.mathprofi.ru/g/priznak_dalambera_priznaki_koshi_clip_image079.gif] – одного порядка роста. Таким образом, вполне можно обвести отношение [image: http://www.mathprofi.ru/g/priznak_dalambera_priznaki_koshi_clip_image081.gif] простым карандашом и сразу указать, что эта штука стремится к единице. Аналогично расправляемся со второй парой многочленов: [image: http://www.mathprofi.ru/g/priznak_dalambera_priznaki_koshi_clip_image052_0000.gif] и [image: http://www.mathprofi.ru/g/priznak_dalambera_priznaki_koshi_clip_image084.gif], они тоже одного порядка роста, и их отношение стремится к единице.
На самом деле, такую «халтуру» можно было провернуть и в Примере № 1, но для многочлена 2-й степени такое решение смотрится всё-таки как-то несолидно. Лично я поступаю так: если есть многочлен (или многочлены) первой или второй степени, я использую «длинный» способ решения Примера 1. Если попадается многочлен 3-й и более высоких степеней, я использую «турбо»-метод по образцу Примера 2.
Пример 3
Исследовать ряд на сходимость [image: http://www.mathprofi.ru/g/priznak_dalambera_priznaki_koshi_clip_image086.gif]
Полное решение и образец оформления в конце урока
Рассмотрим типовые примеры с факториалами:
Пример 4
Исследовать ряд на сходимость [image: http://www.mathprofi.ru/g/priznak_dalambera_priznaki_koshi_clip_image088.gif]
В общий член ряда входит и степень, и факториал. Ясно, как день, что здесь надо использовать признак Даламбера. Решаем.
[image: http://www.mathprofi.ru/g/priznak_dalambera_priznaki_koshi_clip_image090.gif]
Таким образом, исследуемый ряд расходится.
(1) Составляем отношение [image: http://www.mathprofi.ru/g/priznak_dalambera_priznaki_koshi_clip_image046_0001.gif]. Повторяем еще раз. По условию общий член ряда: [image: http://www.mathprofi.ru/g/priznak_dalambera_priznaki_koshi_clip_image093.gif]. Для того чтобы получить следующий член ряда, вместо [image: http://www.mathprofi.ru/g/priznak_dalambera_priznaki_koshi_clip_image050_0000.gif] нужно подставить [image: http://www.mathprofi.ru/g/priznak_dalambera_priznaki_koshi_clip_image052_0001.gif], таким образом: [image: http://www.mathprofi.ru/g/priznak_dalambera_priznaki_koshi_clip_image097.gif]. 
(2) Избавляемся от четырехэтажности дроби.
(3) Отщипываем семерку от степени. Факториалы расписываем подробно. Как это сделать – см. начало урока или статью о числовых последовательностях.
(4) Сокращаем всё, что можно сократить.
(5) Константу [image: http://www.mathprofi.ru/g/priznak_dalambera_priznaki_koshi_clip_image099.gif] выносим за знак предела. В числителе раскрываем скобки.
(6) Неопределенность [image: http://www.mathprofi.ru/g/priznak_dalambera_priznaki_koshi_clip_image059_0000.gif] устраняем стандартным способом – делением числителя и знаменателя на «эн» в старшей степени.
Пример 5
Исследовать ряд на сходимость [image: http://www.mathprofi.ru/g/priznak_dalambera_priznaki_koshi_clip_image101.gif]
Полное решение и образец оформления в конце урока
Пример 6
Исследовать ряд на сходимость [image: http://www.mathprofi.ru/g/priznak_dalambera_priznaki_koshi_clip_image103.gif]
Иногда встречаются ряды, которые в своей начинке содержат «цепь» множителей, этот тип ряда мы еще не рассматривали. Как исследовать ряд с «цепочкой» множителей? Использовать признак Даламбера. Но сначала для понимания происходящего распишем ряд подробно:
[image: http://www.mathprofi.ru/g/priznak_dalambera_priznaki_koshi_clip_image105.gif]
Из разложения мы видим, что у каждого следующего члена ряда добавляется дополнительный множитель в знаменателе, поэтому, если общий член ряда [image: http://www.mathprofi.ru/g/priznak_dalambera_priznaki_koshi_clip_image107.gif], то  следующий член ряда:
[image: http://www.mathprofi.ru/g/priznak_dalambera_priznaki_koshi_clip_image109.gif]. Вот здесь часто автоматом допускают ошибку, формально по алгоритму записывая, что [image: http://www.mathprofi.ru/g/priznak_dalambera_priznaki_koshi_clip_image111.jpg]
Примерный образец решения может выглядеть так:
Используем признак Даламбера:
[image: http://www.mathprofi.ru/g/priznak_dalambera_priznaki_koshi_clip_image113.gif]
Таким образом, исследуемый ряд сходится.
[bookmark: rpk]
Урок  2.  Выполнить  задания  практической  работы
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